1. Funkcije vise promenljivih

1. Grani¢ne vrednosti funkcija vise promenljivih

Definicija 1. Funkcija f : D(C R") — R ima grani¢nu vrednost u tacki
(29,29,...,2%) € D’ i jednaka je broju a € R ako vazi

rn

(Ve > 0)(36 > 0) <V(x1,:v2, . a)(€ D) £ (x?,x%,...,x%))
[(x1, .. mn) — (29, 20)|| <6 = |f(z1,...,20) —a| <€

rn

Tada pisemo

lim fley... x,) =«
(T1,...,xn) — (r?,,?‘%)
i ovu grani¢nu vrednost nazivamo n-limesom u tacki (z9,...,2%). Ako je

n = 2 limes nazivano dvojnim (dvostrukim).[]

Definicija 2. Za funkciju f : D(C R") — R definiSemo ponovljene grani¢ne
vrednosti na sledec¢i nacin

lim lim e lim T1....%
Ti(n) = Th(n) Ti(n—1) = To(n_1) 21y = 2y J @)
iima ih n! jer niz i(1),4(2)...,i(n) € P{1,2,...,n} O

Primer: Za funkciju tri promenljive f(z,y,2) : R* — R u tacki (zo, yo, 20)
posmatramo slede¢e grani¢ne vrednosti

lim f(x,y,2)

(z,y,2) — (0, Y0, 20)
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lim lim lim f(x,y,2); lim lim lim f(x,y,2)

T — ToY — Yo 2 — 20 Yy — Yo T — TQ 2 — 20

lim lim lim f(x,y,2); lim lim lim f(x,y,2)

T — ToZ— 20Y — YO Yy — Yo z — 20 T — TQ

lim lim lim f(x,y,2)

zZ—=zZoxT —TO0Y — Yo
lim lim lim f(x,y,z) O
Z—= Z0Y Yo Tr — T

Postavlja se pitanje odnosa n-limesa i ponovljenih limesa. Pre formalnog
dokaza stavova koji ilustuju ovaj odnos navodimo jedan primer.

Primer 1. Za funkciju f(z,y) = xsin(%) imamo daje( %m& )f(x, y) =0,
z,y) — (0,0

lim lim f(x,y) = 0, dok lim lim sin() ne postoji.

y—0x—0 z—0y—0 Y

Dakle zbog prethodnog primera vidimo da postojanje n-limesa (u ovom
slucaju dvojnog) ne povlaci postojanje ponovljenih limesa.

Tvrdenje 1. (Hajne - Borelova definicija grani¢ne vrednosti)

(1) lim —  f(z1...,2,) = @ ako i samo ako vazi za svaki niz
(z1,..., Tpn) — (27,..., z,

(2) (%, 2k, . 2af) " =3(29,...,2%) vazida (3) f(zh, 2k, ... 2F) =S

Dokaz: (Uslov je potreban) Neka vazi (1) i neka za niz (2%, 2%, ..., 2%),cn

vazi (2). Tada imamo da je:

iz (1): (Ve >0)(36 > 0)(V(z1,...,2,) # (29,...,29))

rrn

(@1, wn) = (28, ap)ll < o= |fan,. . om0) —al <& (1)
iz (2) (Y8, >0)(Fko € Nk = ko =| (b, 2k, ..., 2%) = (2%,...,2%)|| < & (II)

iz (1)1 (I1) (Ve > 0)(3ko € Nk = ko= |f(a},2h,... 2F) —a| <e
Sto znaci da vazi (3).

(Uslov je dovoljan) Za dokaz obrnutog stava koristimo kontrapoziciju koja
je iskazana logickom formulom B=A < —A=-B.

Tacnije pokaza¢emo da iz (4): lim fzy...,2,) # asledi da
(7;1,...,1'")4>(:c(1),...,7;2
postoji niz (x¥,...,2F) — (29, ... 2%) a da pritom f(z},...,2%) £ a.

Zaista, ako vazi (4) tada



(1) (36 > O) (‘v’5 = %) (El(x’f,xg, . ,xﬁ) £ (2Y, ... ,x%))

1
1Y) = (2l < ALY o) —al 2 e

rYn rn

Upravo ovako konstruisan niz zadovoljava negaciju. [

Primer 2. Ispitati postojanje dvojnog i ponovljenih limesa za funkciju
f(z,y) = 375 u tacki (0,0).

Resnje:
lim lim f(z,y) =1
z—0y—0
lim lim f(x,y) = —1,
y— 0z —0
dok dvojni limes ne postoji jer za nizove z} = (2,7) i 22 = (3,7) koji

konvergiraju ka grani¢noj tacki (0,0), vazi da nizovi njihovih slika konvergi-
raju ka f(z{) — 3, f(z}) — —2, a posto je granitna vrednost jedinstveno
odredena sledi da dvojni limes ne postoji. [J

Teoremu o odnosu ponovljenih i dvojnog limesa pokaza¢emo razmatrajuci

funkcije dve promenljive.

Teorema 1. ( Dovoljni uslovi za postojanje ponovljenog limesa,
ako postoji dvojni) Neka f : D(C R?) — R i neka je (zo,yo) € D’ tacka
nagomilavanja domena funkcije. Ako
a) postoji lim  f(z,y) =«
(

z,y) — (20, Yo)

b) za svako y € R postoji  lim  f(x,y) = ¥(y)

(z,y) € D

tada posoji ponovljeni limes lim lim f(z,y) i jednak je dvojnom.

Yy — Yo T — TQ

Dokaz: 1z a) sledi da
(Ve > 0)(30 > 0)(Y(z,y)(€ D) # (0, 40))
I(@,y) = (z0,90)[| <0 = [f(2,y) —al <e

Pustajuci da x — xq, zbog neprekidnosti funkcije apsolutne vrednosti dobija-
mo da vazi

(V= > 0)(38 > 0)(¥(z,y)(€ D) # (x0.w0))
1(2,) — (w0, 0) | < 6 = | Tim f(z,) — ol <=



odnosno

(Ve > 0)(30 > 0)(Vy)|y — vo| <0 = [¥(y) —af <e,

sto znaci da je lim ¥(y) = «
Y — Yo

Definicija 3. Uniformna grani¢na vrednost.

Neka f: AxB — R,(A,BC R, A,B # (). Neka je (z9,y0) € A’ x B’ tacka
nagomilavanja. Tada kazemo da lim f(x,y) = ¢(z) postoji uniformno po

Y — Yo

x ako vazi (Ve >0)(30>0)(Vy € B)0 <|y — yo|<d=(Vz€A)|f(x,y)— p(z)| <,
dakle § = d(e) ne zavisi od izbora z.

Teorema o razmeni dva limesa (MOORE-ova teorema)
Neka f: Ax B — R, (A, BCR, A;B#0)i(xo,y) € A x B'. Ako
vazi
a) (Vy € B) postoji. lim f(z,y) =4(y)
b) 3 lim f(x,y) = ¢(x) uniformno po x na skupu A,
tada postoje oba i)gggfljena limesa kao i dvojni i svi su medusobno jednaki.

Dokaz: Dovoljno je dokazati da postoji ~ lim  f(x,y) pa ¢ée ostali deo
(

@, y) — (20, Y0)
tvrdenja teoreme slediti iz prethodne teoreme.

Zbog a) vazi:

(1) (Vye B)(Ve>0)(361>0)(Ve € A)0<|z — x| <or=|f(z,y) — P (y)[ <
Zbog b) vazi:

(i) (Ve>0)(302>0)(Vy € B)0<|y — yo| <d2= (Vr € A)|f(z,y) — p(2)] < §
Dokazac¢emo da funkcija zadovoljava CAUCHY-ev uslov za postojanje limesa,
odakle ¢e zbog kompletnosti prostora R? slediti tvdenje.

£
6

Neka su (z/,y') 1 (2”7,y") elementi takvi da je |2/ — x| < 9, |27 — x| < 0 1
lY' —vo| < &, |y” —yo| < 9, pricemu (2/,y'), (z7,y") € AxBid = min{oy, s}

Tada za proizvoljno fiksirano Z? € B vazi da je

\f(@ ) = f@,y")] < |f(@,y) — fA(:v’,??)! + !fA(a:’,@) — f(2”,y")] <
<f(y) — @) + le(a’) = f(@, 9)| + | f(2',¥) = f(a”,y") <

SEHE4f(Y) - f@ )| <
S f (2, §)—0(U) O (U)—F (27, W) F (@7, ) =p (27 ) Hp (a7 )—f (27, 7)) | <
<i+Z=c



Dodatno objasnjenje: CAUCHYev uslov postojanja dvojnog limesa.

(Ve > 0)(36 > 0)(Y(a',y")(# (0, %)), (27, y")(# (w0, %0)) € D)

(2" ") = (2o, )| <0 |I(27,57) = (xo, )| <6 = [f(2",) = f(2",97")| <&
U nasem sluc¢aju imamo da za 6 = min{dy, d2} vazi da je:

| = o, |y = yol < [I(=",y") — (20, w0)[| <

|27 = o, [y” = wol < [I(=7,47) = (z0, yo)l| <0

Dakle, vazi CAUuCHY-ev uslov konvergencije, te dvojni limes postoji. [J

2. Neprekidnost funkcija vise promenljivih

Definicija 4. Funkcija f: D(C R™) — R neprekidna je u fiksiranoj tacki

(29,29,...,2%) € D ako vazi

(Ve>0)(30>0)(V(z,y) € D)|[(,y) = (0, yo) | <0 = |f (2, y) = f (w0, 50)] <&

Tvrdenje 2. (Hajne Borelova definicija neprekidnosti) Funkcija

f : R" — R neprekidna je u tacki (29,29, ...,2%) ako i samo ako za svaki
(ko k kok kyk—o00, 0 .0 0Y vai

niz (x¥, x5, ..., 25 )ken , takav da (xf, 25, ..., 2;) — (25, 29, ...,x,) vazi da
. . . . k —

niz njegovih slika f(zf, 2%, ... 2F) =3 f(29,29,...,20)

Dokaz: Dokaz tvrdenja slican je dokazu Tvrdenja 1.
Definicija 5. Funkcija f : D(C R") — R ravnomerno je neprekidna na
nekom skupu £ C D ako vazi

(Ve>0)(30>0)(V(x},...,z,), (z],...,1,) € E)

!/

1@y, an) = (@2 <= [f (@ @)) = fllan, . z))l < e

Primer 1. Ispitati neprekidnost funkcije

2zy
fay) =4 a0 @u 700
0, (z,9)=(0,0)

Resenje: Za (z,y) # (0,0) funkcija je neprekidna kao superpozicija neprekid-
nih. U tacki (0,0) funkcija nije neprekidna. Uoéimo niz z, = (£, 1) — (0,0),

dok niz njegovih slika f(z,) — 1 # 0 = f(0,0) te nije zadovoljen uslov
Tvrdenja 1, odnosno funkcija u tacki (0,0) ima prekid.
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Tvrdenje 3. (Hajne-Borelova definicija ravnomerne neprekidnosti)
Funkcija f : D(C R™) — R ravnomerno je neprekidna na skupu £ C D ako

vazi: Za svaka dva niza (%, 2, ... 2 ey 1 (@05, 258, . 2 F)ren takva
/ ’ / ” ” ” k — o
da |[(z}F, af, .. oK) — (xF, 2k, 2 F)|] == 0 vazi da

/! / ” ” k — oo
|f(aF, . ak) — fak, .. 2 k) =0,
odnosno dovoljno bliski nizovi slikaju se u dovoljno bliske nizove. [
Primer 2. Ispitati ravnomernu neprekidnost funkcije

f(z,y, 2) = cos(x® + 3 + 2?)

Resenje: Dokaza¢emo da funkcija nije ravnomerno neprekidna (obi¢no, kao
superpozicija neprekidnih funkcija ona jeste neprekidna). Uo¢imo nizove
2zl = (V2nm, V207, v/ 2nT)
2 = (V7 + 2nm, /7 + 2nm, /7 + 2n7)

Dati nizovi su dovoljno bliski jer
ey = 22ll = V3(V7 + 207 — /7)
\/gﬂ- n — oo
—
VT +2nm + /7

0

S druge strane
f(zh) — f(z2)| = | cos (6nm) — cos (37 + 6n7w)| =2 # 0
= nizovi slika nisu dovoljno bliski.

Resenje ovog primera zasniva se na Hajne-Borelovoj definiciji ravnomerne
neprekidnosti.

3. Diferencijabilnost funkcija vise promenljivih

3.1. Parcijalni izvodi funkcije vise promenljivih

Definicija 6. Neka je f : D(C R") — R, D otvoren skup i {ey,...,e,}
standardna baza prostora R™. Parcijalni izvod funkcije f po promenljivoj

x; u tacki (29, ..., 2%) definiSemo pomocu
8f 0 0 . f((‘rtl)aaxgz)_’_hez)_f(x(l)?axg)
axi(x17"'7xn) _£Zln(') h



Cak i vise ako je ¥ proizvoljan vektor 7 = (vy,...,v,), tada izvod u pravcu

vektora v, u tacki (29, ..., 22) definiSemo pomocu
Of (0 o0y = gy L 2] b0, v) = flad )
ou h—0 h

Dakle, parcijalni izvodi su obi¢ni izvodi po nekoj od promenljivih nad kojima
je funkcija definisana i vaze sva pravila kod funkcija jedne promenljive. [J

3.2. Diferencijabilnost funkcija vise promenljivih

Definicija 7. Neka je f : D(C R") — R i D otvoren skup. Preslika-

vanje f je diferencijabilno u tacki (z9,...,2°%) ako postoji linearna funkcija

A(xy,...,x,) € L(R", R) takva da vazi o

[f (@8 +he, oy ap + ) —f (2l 20) =A@, . 2R, )

lim =0
[kl =0 1Al
(h1, ..., hn)— (0, . . ., 0)
Vrednost A(z?,...,2%) nazivamo izvodom funkcije f u tacki (z9,...,2°%) i
oznacavamo sa f’(z9,...,2%). O
Napomena: Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki (29, ...,2%) tada se

prirastaj funkcije u toj tacki moze napisati kao

F(@, .. o) 4 (hy, .o b)) =AY, 20 (R) = u(h)

gde vazi da je

5)  tim 110

=0 (h=(hy,..., hy,
1Al — 0 ||h|| ( ( 1 ) ))

Tvrdenje 4. Ako je funkcija f: D(C R") — R diferencijabilna u tacki

(2%,...,29) € D tada je ona u toj tacki neprekidna.
Dokaz: Oznacimo sa 2° = (29,...,2%), a h = (hy, ..., h,). Imamo da

[f(@® +h) = f(2)] = [A@")(h) + u(h)] < [JA@O)]] - [|A]] + u(h)] — O

|[|h]| — O

{objasnjenje: iz (5) sledi da je i lim |u(h)| = 0}.

[Inl] — 0

Primer: Za funkciju f(z,y) = 2> + 4> : R? — R odredimo izvodnu
funkciju.



Neka je A(z,y) izvodna funkcija. Tada imamo da je

A(x,y)oh =a,b] - { u

h2 1 = ah1 + bhg,

pri cemu mora vaziti

lim |f(:L‘—|—h1,y+h2)—f(:):,y)—A(x,y)Ohl —

0.
ho 17|

Kako je prethodni uslov ekvivalentan sa

o lim [(z + h1)? + (y + ho)? — 22 — y? — ahy — bhy|

i 12xhy + h? + 2yhg + h% — ahy — bha|
m
h—0 ) /h% + h%

2x —a)h 2y —b)h h? + h2
o lz’me a)hi + (2y )2|+lim|1+ 2‘:
dobijamo da mora vaziti a = 2x, b = 2y, jer u suprotnom prva grani¢na
vrednost ne bi bila 0 posto bi beskonaéno male veli¢ine brojioca i imenioca
bile istog reda za a # 2z ili b # 2y. Dakle, A(z,y) = [2z,2y| je izvod
funkcije.

=0

=0

Tvrdenje 5. Ako je f : R" — R diferencijabilna funkcija, tada je njen
izvod A(x) jedinstven. (z = (x1,...,2,))

Dokaz: Pretpostavimo da postoje dva izvoda funkcije f, oznaceni sa A;(x)
i Ay(x), pri cemu A, (x), As(z) € L(R", R). Posmatrajmo

Ay(z) o (h) — Ag(x) o (h) =

[f(z+h) — f(z) = Ax(x) o (B)] = [f (& + h) = f(z) — As(x) o (h)] =
UQ(h) — Ul(h)

Ko o LB _ Jua() — ()] _

B(z)oh

ua(B)] [ (B))]

— 0, a funkcija

[|A]] [|A]] 5 7tll\th BHhHh
B(z) o h je linearna, odnosno vazi | Ti)h(u ) = | <Hxh)\(\ ) — 0 za svako

t >0, tada je || B(x) o h|| =0 = B(x) o h =0, za svako h € R"

Teorema o potrebnim uslovima diferencijabilnosti. Neka je funkcija
f : D(C R") — R diferencijabilna u tacki zo = (29,...,2%) € D. Tada

rn

postoje parcijalni izvodi, po svim promenljivim, u toj tacki.

Dokaz: Cak i vise, dokaza¢emo da ako je funkcija diferencijabilna i @
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proizvoljan vektor takav da v € R™\{(0,...,0)}, tada postoji izvod funkcije
f u pravcu vektora ¢. Zaista, ako je funkcija diferencijabilna tada vazi:

DS CoRS ol CTR
o g MEEW S SR
o g LTS
o g JEEIIEN

f(a® + ho) — f(2)

sto je ekvivalentno sa lim 7 = f'(2°)(v)
h—0
Specijalno ako je ¥ = ¢; (i = 1,...,n) dobijamo da postoje parcijalni

izvodi. OO

Zakljucak: Dakle, ako je funkcija diferencijabilna tada postoje parcijalni
izvodi i pritom vazi

,_[9f of
f (x0) = [8_1‘1(‘%‘0)’ ey a—xn(mo)]

Obrnuto ne mora da vazi, tj. iz postojanja parcijalnih izvoda ne sledi dife-
rencijabilnost funkcije, sto pokazuje sledeé¢i primer.

Primer: Ispitati diferencijabilnost funkcije

fo) 0 (=y)=000

) = x

Y m . (2,y) #(0,0)

u tacki (0,0)

ResSenje:
(9_1:(0’ 0) = }{Zm} : =1
a—y(O, 0) = ,{Zm) h 0



Ako bi funkcija bila diferencijabilna tada vazi

lim | f(h1,he) — £(0,0) = 1-hy —0- hy

h|| — 0 /12 2
hH: E‘hl«hz) hl + h2

& li __mhs
o (BR3P

=0

=0

sto nije tacno jer za niz z, = (%, %) — (0,0) imamo da

1
3 1
lim —— = #0 O
”*°°23/2i (v2)?
n3

Teorema o dovoljnim uslovima diferencijabilnosti. Neka funkcija
f: D(C R") — R 1ineka je D otvoren skup. Tada vazi: f je neprekidno
diferencijabilna na D ako i samo ako postoje parcijalni izvodi na D i nepre-
kidne su funkcije. [

Objasnjenje: Postojanje neprekidnih parcijalnih izvoda je dovoljan, ali ne i
potreban uslov diferencijabilnosti jer pored diferencijabilnosti on obezbeduje
i neprekidnost izvodne funkcije.

Geometrijska interpretacija izvoda: Ako je jednac¢inom F(xy,...,z,) =
0 zadana povrs u R" tada n-torka

<8F . aF)(x(l) z9)

oxy " Ox, T

predstavlja normalan vektor na tangentnu ravan povrsi zadane gornjom

. ~ . ~ . 0 0
jednacinom u tacki (x7 ..., x}).

3.3. Parcijalni izvodi viSeg reda

Definicija 8. Parcijalni izvodi viseg reda definisu se rekurentno na sledeci

nacin
o f 9 ( oF1f )
OTi(k)OTi(k-1), - - -, OTi1)y  OTir) \OTi(—1y, - - -, OTi(1)

gde je i(k),i(k — 1),...,i(1) niz elemenata skupa {1,2,...,n} koji odgo-
varaju varijacijama od n elemenata k-te klase sa ponavljanjem. Dakle ima
ih VZ = n* « Broj parcijalnih izvoda k-tog reda funkcije od n promenljivih.
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Primer: Za funkciju f : R* — R koja ima prezentaciju f = f(x,y) postoje
sledeéi parcijalni izvodi drugog reda
0*f O*f
02" dy?
o2f  O*f
Oyox’ O0xdy
Postavlja se pitanje jednakosti mesovitih parcijalnih izvoda? U cilju dokazi-

vanja glavnog tvrdenja koje daje odgovor na prethodno pitanje dokazimo
jednu lemu:

< ponovljeni parcijalni izvodi

«— mesoviti parcijalni izvodi

Lema 1. Neka je D C R? otvoren skup koji sadrzi tacku (0,0) i neka je

°f
Oyox (0,0)

f D — R funkcija koja ima parcijalne izvode na D. Neka je
neprekidna funkcija u (0,0). Ako je
A(h, k) = f(h, k) = f(h,0) = (0, k) + f(0,0)

tada je
o f AR
8y8x(0’0) B Zh:néb hk
: N .0 : .
Dokaz: Neka je € > 0 proizvoljno. Kako je W(O, 0) neprekidna funkcija
tada vazi:
(Ve >0)(3d > 0)(|h| < 0i |kl <9) = el (h, k) — O (0,0)| < e
oyox "’ Ooyoxr "’

Posmatrajmo funkciju B(h) = f(h,k) — f(h,0), za koju vazi A(h,k) =
B(h) — B(0) . B(h) je diferencijabilna funkcija i vazi
B(h+t)— B(h
©6) B'(h) = lim 20t = B0

t— 0 t

f(h+t k) — f(h,k)

f(h+1t,0)— f(h,0)

= lim —lim
t—0 t t—0 t
_of of

Na intervalu |h| < ¢ peimenimo LAGRANGE-ovu teoremu o srednjoj vred-
nosti za funkciju A(h, k) kada je posmatramo kao funkciju po prvoj kordi-
nati. Dobijamo:

zbog 8f 8f

= A(hk) E B[S (ho k) = 5 (0, 0)).
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za 0 < |hg| < |h|. Na poslednju jednakost primenimo jos jednom LAGRANGE-
ovu teoremu o srednjoj vrednosti, ali po drugoj koordinati £. Dobijamo da
je

o2
A(h, k) = hkwaj;(ho,k’o) ,za 0< |]€0| < |k5|,
odnosno
A(h, k) o0 f
= ho, ko).
hk 6yax( 0, ko)
Dakle za svaki par (h, k) postoji par (hg, ko) takav da je
A(h k) Of
- ho, k
hk Oy&t( 0. ko)| <
odnosno
A(h,k) — 0*f

lim (0,0).

nk—o hk  OyOx

Teorema o jednakosti meSovitih parcijalnih izvoda. Neka je
af o 0?
f:D(C R") — R, D otvorena okolina tacke (z°,°) i neka a—i, 8_5 i Gy(;;

2
neprekidna funkcija u tacki (2%, y°) tada

0
postoje na okolini D. Ako je

Oyox
2

postoji u toj tacki i vazi da je

0xdy

o0 f
0yox

O f
($07 0) = axay(x07y0)

Dokaz: Bez ogranic¢enja opstosti mozemo pretpostaviti da je (z°4°) =
(0,0). Zbog prethodne leme imamo da je

02 f CAk)
i - )
(") 6x8y(0’0) w00 Bk

odnosno

Alh k) 0% f
hk Jyox

(Ve>0)(F0>0)0< |h| <dNO< |k| <= (0,0)] <e.
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S druge strane imamo da je

() lim AR _ 1 [fw k) = f(h,0)  F(0,k) = £(0,0)
k—0 hk hrtoo k L
= %[a—g(h,O)—g—g(o,O)].

Zbog (7) imamo da je

A
9) ,{’1”0 hk _8y8x(070) =€

(Grani¢na vrednost ne zavisi od pravca)

odakle zbog (8) sledi da je za 0 < |h| < ¢ ispunjeno

(h( (h,0) — g’yc(o,())) . ggx(o,m <c

Uzimajudi lim u prethodnom uslovu dobijamo da je

h —0
02 f 02 f

Oxdy (0,0) = OyOx

(0,0), sto je trebalo dokazati.

4.Tajlorova formula funkcija vise promenljivih

Neka je D C R"™ i neka funkcija f : D — R, tako da za tacke a,b €
D vazi da je duz koja ih spaja cela u oblasti D. Posmatrajmo funkciju
o(t) = fla+th), tel0,1],zah=t—a

Odredimo ¢™(t).
m=1: ¢'(t) = f(a+th)-h=

0f of |
oo h), axn(athh)) | =

(
- (hl 8x1 8:102 +
(

0
hi— + ho— hp—
18$1+ 28£L‘2+ T
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m=2: P = 2(0) =

- %(Xn:hia—f(a—l—th)):
— Zha (gi(an%h)) -
B Z i@@(@xl a+th)>:

]—

- Zztha 81’1 CL—i—th):

=1 j=1

0 0 \?2

Napomena: 2 u stepenu poslednjeg izraza predstavlja red parcijalnog
izvoda, a pri ovakvom zapisu vaze sva pravila stepenovanja. Izraz sa 2
u stepenu dejstvuje na funkciju f u tacki (a + th).

Konac¢no

e 0 o \m
eM(t) = \(hla—ler +h”a_xn> 1f(a+th)
= D™ f(a + th)(h)™
= [0 (a + th)(h)™

Tajlorova formula. Neka funkcija f : D(C R™) — R i neka tacka a € D.
Neka je f € C™(D) i neka je tacka b € D takva da duz koja spaja tacke a i
b cela lezi u D. Tada VaZi TAYLOR-ova formula

f) = f() f( )(b—a)+

" 2 1 n—1 n—1
f()@—a)+~~+m_1wﬂ a)(b— a) L+
1O - oy
za neko ¢ = a + tob, t € [0, 1].
{ Ioaz f¥)(a)(b—a)* = ((bl—al)a% TR (bn—an)a%)kf(@ .

Dokaz. Posmatrajmo pomo¢nu funkeiju ¢(t) = f(a+th) : [0,1] — abC D
gde je sa ab oznacena duz koja spaja tacke a i b. Na osnovu TAYLORove
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formule za funkciju jedne promenljive imamo da vazi:

P1) = 90) + P O)1 - 0+

1
+§¢ﬂm1—mﬁw~+

1 n n
+H¢Ua@u—o).

Zbog uvodnog dela u ovom poglavlju dobijamo:
1
) = fa)+ 3/ @)h+
] !
+§f”(a)h2 +---+

1
! (n—1)!
+—= W (h", (h=b-a).
n!
Ovim je dokaz zavrsSen.

Primer: Funkciju f(z,y) = e*7¥ predstaviti MACLAURINovim polinomom
drugog stepena.

Resenje:
_ Foom=1. 2%po=-_
f(0,0) - ]-7 833’ (070) - 1a 8:(/ (070) - 17
0 f B 0% f B 0% f o B
Ox2 (070) - 17 8y2 (070) - 17 axay(()?()) - 8yax(070> = -1

M(z,y) = 1+—<1-(x—0)—1-(y—0))+

1
+§(1-(x—0)2—2(x—0)(y—0)+1-<y—0)):
' 1 1
= 1+x—y+§x2—xy+§y2 [

5. Ekstremumi funkcija viSe promenljivih

Definicija 9.

a) Neka funkcija f : D(C R") — R. Taca ¢ € D je tacka globalnog
maksimuma (minimuma) preslikavanja f ukoliko je f(c) = f(z) (f(c) <
f(z)) za svako x € D. Ako su nejednakosti stroge tacka c je tacka strogog
maksimuma (minimuma).
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b) Funkcija f ima u taci ¢ lokalni maksimum (minimum) ukoliko postoji
okolina U tacke c takva da restrikcija funkcije f na skup & ima maksimum
(minimum).

Tvrdenje 6. Ako f: D(C R") — Rutacki c € D ima (lokalni) ekstremum
i ako je u toj tacki diferencijabilna tada je f'(c) = 0, odnosno svi parcijalni
izvodi funkcije f u tacki ¢ su 0.

Dokaz: Posmatrajmo funkcije

wz(x’t) - f(cl7 ey G, Ty, Ci+17 s 7cn>
za sve funkcije ¢+ = 1,...,n. Kako su date funkcije restrikcije funkcije f na
skup DN ({1} x {eo} x -+ x{ci1} x Rx {ciz1} x -+ x {c,}) one u tacki
¢; imaju (lokalni) ekstremum. Na osnovu FERMATove teoreme imamo da je

T 0y = vite) =0

7

Yi(c;) = 0 za svako i = 1,...,n, odnosno

Definicija 10. Ako je f/(c¢) = 0 tada se ¢ naziva stacionarnom tackom.
5.1. Bezuslovne ekstremne vrednosti

Teorema o dovoljnim uslovima postojanja bezuslovnog ekstremuma.
Neka funkcija f : D(C R") — R i neka je ¢ € D unutrasnja tacka. Ako
je tacka c stacionarna i ako su drugi parcijalni izvodi neprekidni u nekoj
okolini tacke ¢, tada vazi:

a) Ako je f"(c)(h)* > 0 za svako h # 0 tada f ima (lokalni) minimum u
tacki c.

b) Ako je f"(c)(h)* < 0 za svako h # 0 tada f ima (lokalni) maksimum u
tacki c.

¢) Ako drugi izvodi uzimaju vrednosti razlicitog znaka za razli¢ito h tada u
tacki ¢ funkcija nema lokalni ekstrem.

Dokaz: Iz TAYLORove formule imamo da je u okolini tacke ¢ funkciju
moguce predstaviti sa

f(@) = fle)+ o)z — o) + %f”@)(ﬂf —¢) za TE€|eal

Kako je tacka ¢ stacionarna imamo da je f’(c) = 0, odakle dobijamo da je
L~
(10)  f(x) = f(e) + 5 f"(@)(x = ¢)?
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a) Kako je funkcija f”(c)(h)? neprekidna ona na skupu svih h takvih da je
||h|] = 1 dostize svoj minimum, koji ¢emo oznagciti sa m i pritom vazi da je
m > 0 jer je f”(c)(h)? > 0. Sa druge strane, zbog neprekidnosti funkcije
f"(x) u tacki ¢, postoji okolina U, takva da je za svako x € U zadovoljeno
f"(x)(h)* > m — e za proizvoljno ¢ > 0, dovoljno malo. Neka je ¢ = 2,
tada postoji okolina U takva da je f”(x)(h)* > 2 za svako z € U i svako h

2
za koje je ||h|| = 1. Imamo da se tada x moze napisati u obliku x = ¢+ th

gde je t > 0. Kako T € U takode, iz (10) dobijamo da je
1., 1 oo
f@) = fe)+ /" @)(h)° = f(e) + 5t° (@) (h)* =

2
> @)+ 5ot > (o)

odnosno u tacki ¢ je (strogi, lokalni) minimum.

b) Dokaz je slican dokazu pod a), samo se polazi od pretpostavke da funkcija
1" (¢)(h)? dostize maksimum koji je po znaku negativan, jer je f”(c)(h)? < 0.
¢) Kombinujuéi a) i b) dobijamo da postoji okolina tacke ¢ ne kojoj za neko
xq vazi da je f(x1) > f(c), a za neko x5 da je f(z3) < f(c) te u tacki ¢ nije
(lokalni) ekstrem.

Napomena: Ako je za neko h f”(c)(h)* < 0 ili f”(c)(h)* > 0 tada se
priroda stacionarne tacke ispituje metodom neposrednog proveravanja.

Definicija 10. Kvadratna forma

A(hl, hg, ey hn) = zn: zn: a”hzhj

i=1 j=1
naziva se
(1) pozitivno definitna ako su svi glavni minori vedi od 0,

(71) negativno definitna, ako su glavni minori naizmeni¢nog znaka, pocev od
negativnog

B
8172'01’3'

Silvesterov kriterijum. Ako je c stacionarna tacka i ako je a;; =
tada vazi

a) Ako je kvadratna forma pozitivno definitna u tacki ¢ je (lokalni) mini-
mumn.

b) Ako je kvadratna forma negativno definitna u tacki ¢ je lokalni maksi-
muim.
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5.2. Uslovni ekstremum

Neka je data funkcija f = f(x1,...,Zn,Y1,---,Ym) : D(C R™™) —
R. Odredivanje uslovnih ekstremuma date funkcije predstavlja odredivanje
lokalnih ekstremuma, pri cemu se kao kandidati posmatraju tacke koje pri-
padaju hiperpovrsima koje su definisane jednacinama:

Fi(zy, .. Tn, Y1y -y Ym) =0
Fo(xy, ... 20,91, Ym) = 0.

Metod Lagranzovih mnozitelja za uslovni ekstremum

Postupak odredivanja stacionarnih tacaka sastoji se u nalazenju nula
svih parcijalnih izvoda funkcije:

L(xla"'axn7yla---7ym) :f(l‘l---7$nayla---yym)+Z;ﬁ:1)‘ij(33l--~733n>y17~-~7ym)a

koja se naziva Lagranzova pomoc¢na funkcija. Zaista, kako su parcijalni
izvodi date funkcije:

LUy
ox; 8% A 9 (%Z

]:

Odavde odredujemo stacionarnu tacku
oL
ay ay E j@y (@9, ..., 20,90, y9, A9, A0)
i i : i

J=1

oL
= E(xlv"'axn7yl7"'aym) =0

o, ,

vidimo da prve dve jednac¢ine (praktiéno ih ima n + m u opstem slucaju)
definisu uslove stacionarne tacke dokazane u Tvrdenju 6, dok poslenja jedna-
¢ina (ima ih m) obezbeduje da stacionarna tacka pripada hiperpovrsima kao
u postavci problema. Prirodu stacionarne tacke ispitujemo odredivanjem
znaka drugog totalnog diferencijala funkcije L i vaze isti zakljucci kao u
Teoremi o dovoljnim uslovima postojanja bezuslovnog ekstremuma.

5.3. Implicitno zadane funkcije

Postavlja se pitanje ako imamo funkciju y : R® — R datu implicitno
F(zq,...,z,,y) = 0dali postoji V C R" takvo da za (z1,...,x,) € V vazi
y = f(xy,...,2,) 1 daje F(xy, ...,z f(z1,...,2,)) = 0 za jedinstveno
odredenu funkciju f i svaku tacku (z1,...,x,) € R™.
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Primer: (1) 22 +y* — 1 = 0 — jednacina kruga implicitno zadana

(1) y = V1 — 22 — za tacke iznad z-ose
—v/1 — 22 — za tacke ispod z-ose
ovo je za |z| # 1

(i) Za x| = 1 = y1 = +V1 -2y = —V1 —2? i tu izbor funkcije
nije jedinstven te na ma kojoj okolini V tacke 1 ili —1 nemamo jedinstveno
odredenu funkciju f, pa je odgovor na pitanje iz uvoda negativan.

Teorema o implicitnoj funkciji. Neka je ' : U(C R"™') — R neprekidno-
diferencijabilna funkcija i U otvoren skup u R"*!. Neka je (2f,...,20. ) el
takva tacka da je F(zf,...,2),,) = 0. Neka je 5= (;1:(1), o n+1) # 0.

Tada postoji otvorena okolina ¥V C R", tacke (z9,..., n) takva da na njoj
postoji jednistvena funkcija f koja je neprekidno-diferencijabilna takva da

za (r1,...,2,) € V vazi 2,41 = f(x1,...,2,) 1da je
F(xy,... 20, f(x1,...,2,)) = 0.

5.3.1. Ekstremumi implicitno zadatih funkcija

Ako je F(x,y, z) = 0 implicitno zadana funkcija i (xg, yo, z0) tacka takva
da je
Fz,($0> Yo, ZO) 7& 0
Fy (20,90, 20) =0
Fé(ﬂﬁoayo, Zo) =0
tada je tacka (o, yo, 20) stacionarna.
Zaista, prema teoremi o implicitnoj funkeiji postoji funkcija z = f(x,y)
takva da je F(z,y, f(z,y)) = 0.

Tada je

FlF+Ff =0

FZ ::_— FZ;Z —0 diferenciranjem polazne jednacine po z i y
,_ F

f:r: - F

= F‘7 iz ovih uslova se odreduju stacionarne tacke

/ Yy

fy=—%

Dalje diferenciranjem dobijamo
f,/ B (F// F// f/) FI (F/I F// fl)
" (FZ’)Q

19



" (Fyy + LA — FL(F, + FLL )

f:py:_

(F7)? ’

(Fy, + F ) F = Fy(Fl + FLf)

"o
fyy—_

(F7)?

Racunaju¢i prethodne vrednosti u stacionarnoj tacki imamo da je:

f;’x(iUo,yo,Zo) =

fa/:/y<x07 Yo, ZO) = =

f;;(xoayo,zo) -

te sada se moze posmatrati znak kvadratne forme kao kod obicnog ek-

—

i
T

(‘7:07 Yo, ZO)?

F//

Ty
!
FZ
1
13 vy
!
z

F

(x07y0720)7

(ﬁo, Yo, Zo)

stremuma eksplicitno zadanih funkcija.

Napomena: Analogno se izvode algoritmi za odredivanje ekstremuma po
preostale dve koordinate. Geometrijski, odredivanje ekstremuma implicitno
zadanih funkcija znaci odredivanje temena povrsi koja je definisana implic-

itnom jednacinom.

Primer: Nadi ekstremume implicitno zadanih funkcija:

Py 220+ 2y—424+10=0

Resenje: F(r,y,2) =2 +y* + 22 —20+2y —42+10=0

F;:2g;—2:o} r=1

Fl=2y+2=0
Fl=22—14

y:

_q ba iz jednacina

22-42-12=0
210 = 8 = {6,-2}

= Dve kriti¢ne tacke Py(1,—1,—1) i P»(1,—1,6).

Kako je F/(P)) = =8 # 01 F/(P,) = 8 # 0 tada su ove tacke stacionarne.

Zbog F,, =2 F, =2 F; =0 imamo da je:

a) za Py imamo da je d*f(Py)

odnosno u P, je minimum,

b) za P imamo da je d*f(P)
odnosno u P, je maksimum.

dx? + %Ldy2 te je forma pozitivno definitna,

22— 1dy? te je forma negativno definitna



