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Resenja zadataka iz Matematike 3
1.(15) Odrediti realne konstante a i b tako da funkcija

i ={ e+ v

bude neprekidna, a zatim u svim tackama za koje je y = 0 odrediti parcijalne izvode

funkcije i ispitati njenu diferencijabilnost.

Resenje. Kako je liH(l)(iL' + y) arctg(%)2 = 5, da bi funkcija bila neprekidna
y—)

potrebno je da je a = Z i b = 0. Odredimo parcijalne izvode funkcije u tackama za

2
koje je y = 0. Imao da je %(x, 0) = 7, za svako = € R, dok za parcijalni izvod po

promenljivoj ¥ mogu nastati dva slucaja, i imamo da je

Da bi pokazali diferencijabilnost funkcije u tackama (z, 0) potrebno i dovoljno je da
je
S+ hayhe) = f(2,0) = G (x, 0)hn — GE(x, 0)hel
lim =0
a0 I

Kako za = # 0 vazi da je

|(x + hy + hg)arctg(%)2 — 5(x + hy + hy)|
h1,2—0 [1A]]

funkcija je diferencijabilna u ovim tackama.
Analogno, za z = 0 imamo da je

|(hy + hg)arctg(%)2 — Zh|

lim 0

et o ?
te funkcija nije diferencijabilna u tacki (0,0). Naime, ako bi poslednju grani¢nu
vrednost posmatrali po skupu hy = —hy ona bi iznosila %71’, Sto dokazuje njenu

razli¢itost od nule.

2. (20) Izracunati povrsinu i zapreminu tela ograni¢enog loptom:

v* +y? + 22 = 3d?



i paraboloidom:
2% 419 = 2az,

gde je a > 0.

ResSenje. Posmatrano telo se dobija u preseku povrsi gornje polulopte:

(1) z= fi(z,y) = /3a? — 2% — 3>

i paraboloida:

1
(2) 2= falw,y) = 5" + 7).

a
Naime iz (1) i (2) dobijamo kvadratnu jednacinu 22 4+ 2az — 3a® = 0. Buduéi da je
z > 0 zaklju¢ujemo da je presek posmatrana dva tela kruznica: x? + y? = 2a? na
visini z = a. Posmatrano telo se projektuje na krug Dy, : 2? + y? < 2a®.




(2) Odredimo povrsinu tela ogranic¢enog delom lopte i delom paraboloida. Ako
oznacimo povrsinu dela lopte sa P, tada je:

017 (21 iy = 1
P = //\/1 —I— ay) dxdy—\/gal)//\/?mz_—x?_?ﬂdxdy.

Dy

Ako oznacimo povrsinu dela paraboloida sa P, tada je:

1
P, = // \/1 8f2 af2)2dxdy = 7// a? + x2 + y? dxdy.
a
Day

Dy

Samim tim trazena povrSina celog tela je:

1 1
P:\/ga// dxdy—l—f// a? + 2 + y? dzdy.
2 V3a? —x? —y? aj

Uvodenjem polarnih koordinata: x = pcosp, y = psing (|J| = p) oblast D,,:
0<p< v2a A 0<¢ < 27 se skoro svuda jednoznaéno preslikava na oblast D,,. Na
osnovu toga:

P—\/_oz//\/gaﬁ p dpdp+ — //\/a2+p p dpdp

Dpso |J\
27 a 1 21 a
= \/ga/dgp/Ldijf/dga/\/a2+p2pdp
o0 V3a® —p?* %9 0
V2a 9 V2a
— 2\/371’&(— /3a2 _p2) ‘ + a<(a2+p2>3/2) ‘
0 0

2 1
= 2v3ra( — a+ V3a) + = (3v3d® — a?) = 36a .
a

(2¢) Odredimo zapreminu p = p(V) tela V ograni¢enog delom lopte i delom
paraboloida:
// 1 dxdydz = // fi(z,y) — folz, y)) dzdy

— //( 3@2—x2—y —21(x —|—y))dmdy.

=
I



Uvodenjem polarnih koordinata: = = pcosp, y = psing (|J| = p) oblast D,,:
0<p<+v2a A0 < ¢ < 27 se skoro svuda jednoznaéno preslikava na oblast D,,. Na
osnovu toga:

2 V2a

! 1.
w= [J(V3F=7 = 50%) o dnto= [ap [ (V30200 = g00°) dpas
DPV’ |J‘ 0 0
Via . ;
= Liggz oy 1 4) _ ( a® a 3>_a7r
— 27r< 3(3a p’) " \ =2 -5 -3 +V3ad®) = ; (6v/3 —5).

0

3.(20) Kompleksnom integracijom izracunati vrednost integrala
2 2 —x)
/ T+3
0
Resenje.Izvrsimo inte-
graciju funkcije

2(2—2)

f(z) = z+3

po punom krugu, pri ce-
mu se kre¢emo pozitivno,
polazec¢i iz tacke R na
realnoj osi, a nakon obi-
laska kruznice Cg, prvo
se kre¢emo po krivoj u
donjoj, a zatim u gorn-
joj poluravni.  Indeksi
kruznica oznacavaju nji-
hove poluprecnike. Kako
funkcija f(z) ima dve al-
gebarske tacke grananja
drugog reda, i to su
tacke z = 01 2z = 2,

Povucimo zasek koji spaja te tacke. Uzmimo da je na gornjem zaseku z; argu-
ment tacaka jednak 0, a na donjem 25 jednak 27. Tada je moguce odabrati jednu

regularnu granu funkcije g(z) = 1/2(2 — z), na skupu C\[0, 2]. Odaberimo granu



funkcije koja je odredena sa g(—3) = v/15i. Tada je za svako x > 2 zadovoljeno da
je g(z) = —iy/x(x — 2). Zbog osobine aditivnosti integrala imamo da je:

/f(z)dz+/f(z)dz+/f(z)dz+/f(z)dz—l—/f(z)dz:2m'ReS(f;—3).
Cr ke #2 kp 21

Zbog trete JOURDANove leme iz hH(l) z2f(2) =01 lin%(z —2)f(2) = 0 dobijamo da je
lim [ f(2)dz=01lim [ f(z)dz = 0.
pHOkp EHOkE

Imamo da je

Res(f; —3) = lim (2 + 3)f(2) = V/15i.

z——3

2—e
Kako je na gornjem zaseku z = z tada je [ f(2)dz = [ f(z)dz, a na donjem
21 P

, )
zaseku imamo da je z = ze?™ te je [ f(2)dz = — [ f(x)dz.
22 2—¢

Kako bi odredili prvi od integrala u gornjoj jednakosti, razvijmo funkciju f(z) u
LAURENTOV red u okolini z = co. Za x > 2 imamo da je:

fo = =i £ (1)@ Eeoer

8

+5 =

Zbog jedinstvenosti LAURENTovog razvoja analiticke funkcije prethodni razvoj vazi
za svako z iz okoline beskonacnosti te prethodni razvoj predstavlja LAURENTov
razvoj u okolini tacke beskonacno . Koeficijent uz ¢lan % dobijamo uzimajuéi da je
n=01ik=1odnosnon =11k =0, te je Res(f;00) = —4i. Kona¢no, imamo da
je Jo, f(2)dz = —2miRes(f; 00) = —8m. Pustajuci u gornjoj jednakosti da ¢, p — 0,
a R — 400 dobijamo da je

Off(x)dx — (4 — V).

4.(15) Odrediti LAPLACEovu transformaciju funkcije

e sintx
f(t):/i za a > 0.

22+ a?’

ReSenje.Imamo da je
+oc0 +o0 |
L(f(t)) = F(p) = g e Pt dt g Sy d,

Kako integrali konvergiraju, menjajuci redosled integracije, dobijamo da je
+oo +oo +oo
F(p) = ({ odr Of e Plsintr dt = Of T 4,



jer unutrasnji integral predstavlja LAPLACEovu transformaciju funkcije f(t) =
sintx. Rastavljanjem podintegralne funkcije na parcijalne razlomke dobijamo da je

F _ 1 +oo rdr oo zdr \ _ 1 1 1 z24+a? +oo__ 1 In |2
(p) —p2_a2(({ 22+q2 Of x2+p2) = 3 gz M oo ’ 0= 22 H’ ‘
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