Glava 1

Teorija integrala

1.1 Pojam krive. Krivolinijski integrali

1.1.1 Krive u prostoru

Definicija 1. (Pojam krive) Neka su date funkcije z, y, z koje slikaju [
uR (z,y,z: I — R), gde je I bilo koji neprazan podskup skupa R (&J #
I < R). Najcesce ¢e I predstavljati neki od intervala [a, b], (a,b) , (a, b]
ili [a,b). Kriva C je skup tacaka, definisan na sledeé¢i nag¢in:

|r=a(t)
C:{(r,y,2)eR | y=yt) ,tel.
z =z (t)

Definicija 2. (Definicija zatvorene krive) Kriva C, definisana u defini-
ciji 1, je zatvorena ako je:

(2(a), y(a). 2(a)) = (a(b). y(b). 2(0)).

g g
pocetna tacka krajnja tacka

Definicija 3. (Definicija proste krive) Neka je I bilo koji interval.
Kriva, definisana u definiciji 1, je prosta ako vazi:

U0 e L #0 = (a(t),y(t), 2(t)) # (), y(t"), (")),

1
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pri ¢emu prethodni uslov ne mora biti ispunjen ako su ¢’ i t” pocetna i
krajnja tacka intervala.

Definicija 4. (Definicija neprekidne krive) Kriva C, definisana u
definiciji 1, pri ¢emu je I neki od navedenih intervala, je neprekidna
kriva, ako su sve funkcije x = xz(t),y = y(t),z = z(t) neprekidne
funkcije na I.

Definicija 5. (Definicija rektificijabilne krive) Kriva C je rektificija-
bilna ako ima konacnu duzinu.

Teorema 1. (Dovoljan uslov rektificijabilnost krive) Ako su funkcije
t —a'(t),t >y (t),t — 2’ (t) neprekidne na I tada je kriva C' rekti-
ficijabilna.

Teorema 2. Ako je kriva C' zadata parametarski x = z (t), y =
y(t), z = z(t) i ako funkcije x,y,z : I — R imaju neprekidne
prve izvode na nekom segmentu [to, 7], tada je kriva C' zadata param-
etarskim funkcijama na ovom segmentu rektificijabilna i pri tome vazi

T
da je duzina krive S = (R) { \/(i’)Q + (1/)2 + (Z/)th'
to

1.1.2 Krivolinijski integral prve vrste

Definicija 6. (Definicija krivolinijskog integrala 1 vrste) Neka je kriva
C, iz definicije 1, pri ¢emu je I neki od intervala [a, b], (a,b), (a,b] ili
[a,b), neprekidna, prosta i rektificijabilna. Neka je pocetna tacka krive
oznacena sa Ag. Krivu C' podelimo tackama Ag, Aq,...,A,, pri cemu
je A, krajnja tacka te krive, na proizvoljan nacin. Izbor ovih tacaka
zovemo podela P krive C, i neka su sa ApA;, 1, (k=0,1,...,n—1)
oznacen deo krive izmedu tacaka Ay i Ag,1. Neka o oznacava duzinu
luka A,A; 1. Na svakom od lukova A,A,,; izaberimo proizvoljnu
tacku Mk = Mk (fk, Spkynk) (k’ = O, 1, e — 1).

Neka je data funkcija f : R® — R, koja je definisana u svim tackama
krive C'. Sa o ozna¢imo Darbouxovu sumu o = ZZ;& f (My,) o, funkcije

f za izabranu podelu P. Neka je A = max oy.
0<k<n—1

Ako postoji konstanta [ tako da je )\liI(I)l o = I odnosno da je ispunjen
—0+
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A

k+1

A,

slede¢i Cauchy-ev uslov:
(31 € R) (Ve > 0) (36 > 0) (YP)(VMy € ApAri1) A <d=|o—I| <e¢,

tada za funkciju f kazemo da je integrabilna u smislu krivolinijskog
integrala I vrste po krivoj C. Broj I nazivamo krivolinijski integral I
vrste funkcije f duz date krive C' i pisemo I = (I) §, f (z,y, z) ds.
Teorema 3. (Svodenje krivolinijskih integrala 1 vrste na Riemann-ov
integral). Ako je C': x = p(t), y =¢(t), z=0(t), t € [a,b] tada vazi
da je

b

ff(sc,y, z)ds = (R) ff(so(t), b(t), 9(t))'\/(90’(t))2 + (1) + (0/(t))"dt.

Dokaz: Teorema 3 dokazuje se primenom Teoreme 2.

1.1.3 Krivolinijski integral druge vrste

Definicija 7. (Definicija krivolinijskog integrala 11 vrste po x-o0si)
Neka za krivu C, tacke Ay, i My, € AyApyy (k=0,1,...,n—1), funkciju
f:C — R (C < R?) vaze iste pretpostavke kao i u slucaju defini-
cije krivolinijskog integrala I vrste. Neka su sa x; oznacene projekcije
tacaka Ay na z-osu i neka je Azry = xpy — xp, (kK =0,1,...,n — 1),
Posmatrajmo Darboux-ovu sumu:

n—1

k=0
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Neka je A = max Auxp dijametar podele P. Ako postoji konacan

0<k<sn—1

realan broj I tako da vazi )\liI(I)l o = I, odnosno da je ispunjen sledeci
—0+

Cauchy-ev uslov:

(31 € R) (Ve > 0) (36 > 0) (VP) (VM) € AAi 1) A<= |o—1I| <e,

tada broj I nazivamo krivolinijski integral II vrste funkcije f duz krive
C po z-osi. Za funkciju f kazemo da je integrabilna u smislu krivolin-
ijskog integrala po z-osi i pisemo I = (II)§,, f (z,y,2) dz. Slicno se
definisu krivolinijski integrali druge vrste po y i z osi.

Definicija 8. (Definicija Krivolinijski integral 11 vrste) Neka su date
funkcije P(z,y,2), Q(x,y,z) 1 R(z,y,2) : B> — R ineka su definisane
u svim tackama krive C iz R3, pri ¢emu je ta kriva neprekidna, prosta,
rektificijabilna. Za funkciju P definiSimo krivolinijski integral 1T vrste
po z-osi kao u prethodnoj definiciji, a za () i R definiSemo analogne
integrale, ali respektivno po osama y i z. Tada se krivolinijski integral
IT vrste definise kao sledeéi zbir:

Iz(H)J P-dr+Q -dy+R-dz
c

= (II) fc P(z,y, z)-de+(II) Jc Q(z,y, z)-dy+(II) JC R(z,y,z)-dz

Teorema 4. (Izracunavangje krivolinijskog integrala 11 vrste) Neka je
data kriva C : z = z(t),y = y(t),z = z(t), pri cemu ¢t € I ([
je neki od intervala [a,b], (a,b), (a,b] ili [a,b)), tako da su funkcije
x,y,z, 2",y 2 neprekidne na I. Neka su date funkcije P,Q,R: C — R
koje su neprekidne u svim tackama krive C'. Tada se integral I =
(II) So Pdzx + Qdy+ Rdz svodi na Riemann-ov integral na sledeé¢i nacin:

= f (P(a(t), y(t), 2(1)) - 2'() + Qa(8), y(8), =(1)) - /(1)
FR((t), y(0), 2(8)) - 2/(£))dt.

Dokaz: Posto je polazni krivolinijski integral zbir tri integrala, dokaz
izvodimo za jedan sabirak. Dokaza¢emo da je:

b
I = (1) Lpdx — (R) J Px(t),y(t),z ()« (t)dt.

a
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Prethodnu jednakost dokazaéemo u slucaju kada je I = [a,b].

Pokazacemo da se razlika Darboux-ove sume krivolinijskog integrala i
Riemann-ovog integrala moze uciniti proizvoljno malom, manjom od
unapred zadanog proizvoljnog € > 0. To ¢e znaciti da su integrali iz
iskaza teoreme jednaki.

Kako je krivolinijski integral II vrste jednak I, vazi:

(VP) (VM) € AyAii1) (Ve > 0) (36> 0) A<d=|o— | <e.

koji obezbeduje postojanja krivolinijskog integrala). Neka su A =
(T, Ui, 21) = (z(t),y (tk), 2 (tx)) podeone tacke krive C, a = ¢, <
h<to<..<t,=biArp=x41 —xr2ak=0,1,...,n— 1.

Posmatrajmo Darboux-ovu sumu o za krivolinijski integral IT vrste.
n—1 n—1

o= P(M)-Axy =Y P(x(f),y (). z(f)) - Axy, =

k=0 k=0

n—1
= 2 P (t),y (), 2 (B) - ((tesn) — z(t))
k=0
pri cemu su
My = (z(tr), y(te), 2(th)) € ApApsr,  tr € [tr, trs] -
Kako je prema Newton-Leibnitz-ovoj formuli

te+1
Axy =z — o = 2 (try1) — x (1) = f 2’ (t) dt,

ty

dobijamo da je prethodna Darboux-ova suma jednaka

o= Pl i)y (i), (i) f o (6)dt
k=0 t
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Takode, na osnovu osobine aditivnosti integrala, imamo da je polazni
Riemannov integral jednak:
b n—1 thrl
I= [ Pe@u®. 0 =3 [ Py m) @
. k=0 Ytk
U cilju daljeg izvodenja dokaza, uo¢imo nekoliko ¢injenica:

e Zbog Weierstrass-ove teoreme neprekidna funkcija 2/(t) dostize
svoj sup na intervalu [a, b], $to znaci da

(3L > 0) (Yt € [a,b]) |2/ (t)| < L.
e Ako t,ty € [tk, trs1], pOSto je A < 0, sledi da je |Aty| < A < 0.

e Posto je funkcija t — P (x(t),y(t),z(t)) neprekidna na seg-
mentu [a,b], tada za proizvoljno ¢ > 0 postoji ¢ > 0 (uz-
imamo da je 0’ < J, a ako taj uslov nije ispunjen uzima se
0" = min{d, §'}), tako da vazi uslov:

[t1—ta| < 0" = [P (x(t), y(tr), 2(t1)) — P (x(t2), y(t2), 2(t2))| < €',

Na osnovu prethodnog, zbog neprekidnosti i ¢injenice navedene
u 2. tacki, vazi da je za t, ty € [tg, try1] iSpunjeno

P (x(te), y(tk), 2(Ek)) — P (2(t), (1), 2(1))] < €.

Na osnovu prethodnog imamo da je
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n=l oty
< LZ J e dt.

k=0 Ytk

Za polazno ¢ > 01 za & =

(b;_a) postoji 0’ < d tako da je ispunjen
uslov iz 2. tacke.

L

Sada mozemo da zaklju¢imo da vazi slede¢a implikacija.

(VE>0)(35/=5/< >0)A<d <0

e

5
—dt
. L(b—a)

n—1
:>|U—I|<LZJ
k=0 vt

odakle dobijamo
(Ve>0)(F0 >0 A<d=|o—I| <e,

sto znadi da je )\li%l o= (R) SZ f(z(t),y(t), z(t))x'(t)dt, odnosno
—0+

[ st =@ [ 000,200 0
C a

Na slican nacin dokazujemo jednakost krivolinijskih integrala po y i z
osi odgovaraju¢im Riemann-ovim integralima, te vazi:

b
J Pdz + Qdy + Rdz = (R) J (P; + Q.+ R;) dt.
C a
Tvrdenje teoreme vazi i u slucajevima kada je interval I otvoren ili
poluotvoren, sto se dokazuje na osnovu prethodno dokazanog i osobine
aditivnosti integrala.
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1.1.4  Nezavisnost krivolinijskog integrala druge
vrste od puta integracije

Podsetimo se nekih pojmova:

(a) Za oblast @ # D < R® kazemo da je povezana, ako za D vaze
slede¢i uslovi:

e Skup D ima neprazan interior (intD # 0).

e Svake dve tacke skupa D se mogu spojiti izlomljenom linijom
takvom da ta linija ¢itava lezi u D.

(b) Za krivu L kazemo da je glatka ako se u svakoj tacki te krive moze
postaviti tangenta na tu krivu, na jedinstven nacin.

(c) Za krivu L kazemo da je deo po deo glatka ako se ona sastoji iz
najvise konacno mnogo glatkih delova.

Neka je data povezana oblast D < R3 D # ¢ i neka su funkcije
P =P(z,y,2),Q = Q(z,y,2),R = R(z,y,2) € C(D). Ako je kriva
L < D deo po deo glatka takva da joj je A pocetna tacka, a B krajnja
tacka, kakvi uslovi moraju biti zadovoljeni tako da vrednost integrala
§, P-dx+ Q- dy+ Rdz ne zavisi od oblika krive (puta integracije)?
Odgovor na ovo pitanje bi¢e iskazan u vidu dve teoreme.

Teorema 5. Integral SL P-dx+Q-dy+ Rdz ne zavisi od puta integracije
ako i samo ako postoji funkcija v : D — R, D < R? takva da je
du = g—;dx + g—Zdy + Z—:dz = Pdz + Qdy + Rdz, odnosno mora vaziti
uxz%zP,uyzg—ly‘zQiuyzg—ZzR.

Dokaz: Najpre dokazimo da ako posmatrani integral ne zavisi od puta
integracije, tada postoji funkcija

u: D — R, tako da je du = Pdx + Qdy + Rdz koja je definisana sa

(z,y,2)
u(z,y,z) = f Pdx + Qdy + Rdz.

(%0,Y0,20)

Dokazac¢emo da definisana funkcija zadovoljava uslove teoreme. Pos-
matrajmo:
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Au=u(z+ A x,y,2) —u(x,y,2) =

(z+ALz,y,2) (z,y,2)
= J Pdx + Qdy + Rdz — J Pdx + Qdy + Rdz
(z0,%0, 20) (%0, Y0, 20)
Ly L

(z+A02,y,2)
= J Pdx + Qdy + Rdz.
(z,y,2)
I

Parametrizujmo interval I sa

x=t,te(z,xr+ Ax)
I:< y=const, dy=>0
z = const, dy =0

Kako je P neprekidna funkcija, na osnovu Teoreme o srednjoj vrednosti
integrala, iz prethodnog dobijamo da je

z+Ax
Au = (R)J P(t,y,z)dt = AxP(x + 0Az,y,2), 0 <6 < 1.

xT

Iz prethodnog dobijamo da je Algiglilo% = P(x,y,z), odnosno vazi da
je u,(r,y,2) = P(x,y,z). Na slican nacin se dokazuje: w,(z,y,2) =
Q(xa Y, Z)? ulz(xa Y, ’Z) = R(:L‘, Y, Z)'

Dokazimo teoremu u obrnutom smeru. Neka postoji funkcija u : D —
R, D c R? takva da je du = Pdx + Qdy + Rdz. Tada za glatki luk
L i njegovu parametrizaciju ¢ : [a,b] — R3, zav =uo ¢ :[a,b] > R
(v =v(t)) vazi:

fP-dx#—Q-dynLRdz—de—
L L

u(p(b)) — u(p(a)) =
= u(x(b),y(b), 2(b)) — u(x(a),y(a), 2(a)).

Dakle integral ne zavisi od puta integracije, nego samo od vrednosti
funkcije u u krajnjim tackama.

|
%
S
C\
—~
~
~—
I
~
I
<
—~
=
~—
|
4
—
S
~—
I
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Teorema 6. Nekasu P = P (z,y,2),Q = Q(x,y,2),R = R(z,y,2) €
C(D) neprekidne funkcije. Tada vazi: Izraz Pdx+ Qdy+ Rdz je totalni
diferencijal neke funkcije u : D — R, ako i samo ako vaze uslovi:

orP 0Q oOR 0Q . 0P OR

() oy  or’ Oy 0= ' e T o

Dokaz: Dokaz ¢emo izvrsiti samo u jednom smeru. Pokazac¢emo da
ako je izraz Pdx+ Qdy+ Rdz totalni diferencijal, da tada vaze navedeni
uslovi.

Zau:D — R, gde du = Pdr + Qdy + Rdz, u € C*(D) vazi:

0 [(du\ _ u  Pu PPu  u Pu Pu

or \dy) odxdy dyoxr' Oydz 0zdy  0Oxdz  0zdx
Q P R _oQ OR _oP

= — — -
ox ody dy 0z Oxr 0z

Obrnut smer dokaza je dosta slozeniji i ovde ga izostavljamo.

1.2 Dvojni, trojni i viSestruki integral

1.2.1 Pojam dvojnog, trojnog i viSestrukog inte-
grala

Definicija 9. (Definicija dvojnog integrala) Neka je dat neprazan skup
D(# &) = R? i funkcija f : D — R, koja je ogranicena, tj. postoji
konstanta M > 0 takva da je za V(z,y) € D ispunjen uslov: |f(z,y)| <
M. Razlozimo oblast D podelom P na podoblasti Dy, Ds, ..., D, tako
da vazi:

(i) (Vie N) D;c DiD; # &,

(i) Uiy Di = D,

(iii) intD; nintD; = &5 4, 7 =1,2,....,n; i # j.
U svakoj od oblasti D; proizvoljnu izaberimo po jednu tacku T; (z;, ;) €

D; (1 <14 < n). Sa X oznacimo maksimum od dijametara oblasti D;:
A= max \;, gde je A = diam(D;) = sup (d(A,B)).
A

1<i<n BeD;
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Izrazom o = Y. | f (T;) mes (D;), gde mes (D;) oznacava povrsinu
oblasti D;, definiSemo Darbourovu sumu funkcije f po oblasti D za
podelu P i izbor tacaka T;.

Ako postoji konstanta I € R tako da je Alirg[)l o = I odnosno da je
—0+

ispunjen slede¢i Cauchy-ev uslov:
(31 e R) (Ve >0)(36 > 0) (YP) VI € Dx) A<= o —I| <c¢,

tada kazemo da je funkcija f integrabilna u smislu postojanja dvojnog
integrala po oblasti D. Broj I naziva se dvojnim integralom funkcije
f po oblasti D u oznaci I = {{ f (x,y) dzdy.

D

Napomena: Veoma slicno i pod slicnim uslovima definisemo trojni
(trostruki), a takode i visestruki integral. Darbouxova suma u slucaju
visestrukog integrala glasi o = > '_, f (Mj) mes(Vj,), pri cemu mes(Vy)
oznacava n-dimenzionu zapreminu podeoka Vj. Trojni integral oznaca-

vamosa I = ({{ f(z,y, 2)dV, an-dimenzionisa I = {{§... § f(a1, ..., x,)dV.
% %

1.2.2 Zamena promenljivih u dvojnom integralu

Teorema o smeni promenljive u dvojnom integralu. Posma-
trajmo integral I = ({ f(z,y)dedy. Neka se parametrizacijom z =
D

z(&n).y = y(&n), (§n) € A < R? skup A < R?slikau D < R?,
pri ¢emu su x = z(§,n),y = y(§,n) jednoznacna i glatka preslikavanja.
Tada vazi da je

1= g F (@, y)dedy g Fe(Em), u(&,m) || dédn,

gdeje |J| = ‘—D(x’y;

D(gm
y(ga 77) *
Dokaz. Izvrsi¢éemo dokaz, za dobro odabran oblik oblasti A < R?
(Svaka oblast moze se razloziti na oblasti bilo kog oblika, te izbor oblika
oblasti A ne umanjuje opstost dokaza.)

Jacobieva determinanta preslikavanja x = z(§,n),y =

Neka se preslikavanje ovih oblasti vrsi kao na slici:
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2
R-‘;n
n

it I,
n+dn

frrrmm e e e ]
LS i,
T p X
0 g E+df & X

Neka se tacke I11(§, ), 2(€ + d€, ), I15(§ + d€,n + dn), 1Lu(&, n + dn),
slikaju redom u tacke

Pi(x(&,n),y(&m)),

%@(+d§m y(& +d&,m)),
Py(x(§ + d&,n + dn),y(§ + d§,n + dn)),
Py(z(§,m + dn),y(&§,n + dn)).

[zvrsimo aproksimaciju Taylorovom formulom, koordinate tacaka:

r(€+dE,m) ~x(&,n) + d£ df
y(€+dén) ~y(&n) + aydﬁ y+6yd€
x(§+d€,n+dn)~m(§n) d§+ dn—x+ d§+
y(§ +d&,m+dn) ~y(&,n) + d£+ dn Y+ 5 d£+

Zamenom u koordinate tacaka dobijamo da je:

P1<37,y)

Py(a + GEd¢, y+ Lde)

Ps(z + d§+ dny+ d£+ dn)
Py(z + ®y+%®)

Podsetimo se iz analiticke geometrije, da je povrSina trougla ¢ija su
temena A(xy,y1), B(xa,y2), C(x3,ys) jednaka

To — 1 T3 — T ’

1
P - .
bape = 3| Yo — U1 Ys — Ua
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Povrsina krivolinijskog paralelograma P P, P3P, jednaka je:

6_xd€ 9_xd77 0z Oz
P(PiP,PsP)) =2- P(PP,P) = | & o =& | d¢-dn.
n §  on

Iz poslednjeg sledi da je

iz o
dx-dyz‘ & o ‘-dg.dnzuydg-dn
¢ on :

1.2.3 Green-Riemann-ova formula

Green-Riemann-ova formula. Neka su P,() : D — R, neprekidno
diferencijabilna preslikavanja oblasti D < R? koju ograni¢ava zatvorena
kriva L. Tada vazi

§ P(z,y)de +Q (x,y)dy = Jf <(Z—Cj &P) dxdy.

L+

Dokaz. Izvrsimo dokaz za dovoljno jednostavne oblasti.

Y4 y=Y(x)
S —_——

5 el

Y= YO(X)

Pretpostavimo da je data oblast D < R? i pretpostavimo da je ova
oblast D ograni¢ena zatvorenom konturom L = PQRS, koja je defin-
isana na sledeéi na¢in: yo = yo (), y =Y (x), a < x < b, pri ¢emu je
Vz € [a,b], yo () <Y (x)iordinatama z = a, = = b.
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Tada, na osnovu Newton-Leibnitz-ove formule imamo da je

1_” dxdy_jdxj

b b
- [Py @)de= | P (@)
= J P(x,y)dx—i—f P(x,y)dx = %P(m,y)dm = — %P(m,y)daﬁ
SR QP
L- L+
(*) zbog SEQP z,y)dz = {55 P (z,y) dx = 0, jer je dz = 0.
Posto se analogno moze izvesti da je J = SSD o Qdrdy = §L+ (z,y)dy

sabiranjem integrala I u J dobija se zadato tvrdenje ¢ime je dokaz
zavrsen.

1.3 Povrsinski integrali

1.3.1 Povrsinski integral I vrste

Definicija 10. (Definicija povrsinskog integrala 1 vrste)

Neka je data povrs S = R3 koja je deo po deo glatka (sastoji se od unije
najvise prebrojivo mnogo glatkih povrsi - povrsi kod kojih se u svakoj
tacki, osim u rubnim tackama, moze postaviti tangentna ravan i to na
jedinstven nacin), ogranicena i rektificijabilna (ima konaénu povrsinu).
Neka je povrs S razlozena podelom P na podpovrsi: Sy, Ss, ..., S, tako
da vazi:

(i) S;c S, i=1,2,...m;
(if) Uizi Si =55
(ili) intS; NnintS; = &, za i # j (i,7 =1,2,...,n).

Na proizvoljan nac¢in odaberimo po jednu tacku My = My (zk, yx, 2x) €

Sk (1 <k<mn). Nekaje A = uax diam(Sk), pri éemu je dijametar
<KSN
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skupa Sy definisan sa diam(S;) = sup (d(A, B)). Nekaje f: S — R
A,BEeSy,
ogranicena funkcija definisana u svim tackama povrsi S. Definisimo

Darboux-ovu sumu funkcije f po povrsi S, na sledeéi nacin:

o= > f (My)mes(Sk),

k=1
pri ¢emu je sa mes(Sk) oznacena povrsina povrsi Sk.

Ako postoji konstanta I € R tako da je )\li%l o = I, odnosno da je

ispunjen slede¢i Cauchy-ev uslov:
(3 e R) (Ve > 0) (30 > 0) (VP) (VM e Sp) A<d=|o—1I| <¢,

tada broj I nazivamo povrsinski integral 1 vrste funkcije f po povrsi
S. Za funkciju f, u tom slucaju, kazemo da je integrabilna po povrsi
S u smislu postojanja povrsinskog integrala I vrste i piSemo

I= #f(x,y, z)dS.
S

Teorema 1. (Teorema o izracunavanju pouvrsinskog integrala 1 vrste)

Neka je S < Riw povrs u prostoru R? i neka je ova povrs jednoznacna
slika oblasti A < R2 , slede¢im neprekidno diferencijabilnim funkci-

U,

jama = = w(u,0), y = y(u,v), = = =(u, ).

Neka je funkcija f ograni¢ena na povrsi S. Tada vazi sledeca jednakost:

#f@, y,2)dS = Jff (z(u,v), y(u,v), 2(u,v)) - VE - G — F2dudv
S A
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A oy 2 0z\?
p- (o) (&) +(3)
_ oxr Ox @ @ N 0z 0z

T ou v ou  Ov
oxr\? oy 2 02\ >
- (%) (&) + (&)

1.3.2 Jednostrane i dvostrane povrsi

gde je

ou Ov

Pretpostavimo da je data glatka povis S < R2, pri ¢emu je rub ove
povrsi zatvorena kontura C'. U proizvoljnoj tacki N ove povrsi povu¢emo
jedinstvenu normalu 7 (7LS) i opisemo konturu L < S takvu da je
LnC = 1ida kontura L sadrzi podnozje normale 7.

A =
z S n

Y

Pomeramo 77 duz konture L. Mogu nastati dva slucaja:

(i) Pomerajuéi 77 duz konture L, posle povratka u tacku N normala
1 se vraca u polazni polozaj zadrzavajudi isti smer.

(ii) Pomerajudi 7i duz konture L, posle povratka u tacku N normala
7 se vraca u polazni polozaj menjajuéi smer u njemu suprotan.
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Ako za svaku konturu L < S normala zadrzava isti smer kao i u
pocetnom polozaju za povrs S kazemo da je dvostrana ( na primer,
sfera). Ako postoji barem jedna kontura L takva da posle njenog obi-
laska vektor 7 menja svoj smer za povrs S kazemo da je jednostrana
(na primer, Mebijusov list).

Definicija 11. (Definicija strane povrsi)

Izaberimo na dvostranoj, deo po deo glatkoj, ograni¢enoj i rektificija-
bilnoj povrsi S jednu tacku P i u njoj postavimo normalu 7 (7LS),
pri ¢emu biramo na proizvoljan nacin i fiksiramo jedan od dva moguca
smera. Osim ovoga uoc¢imo proizvoljnu tacku X na S. Za tacku X i
tacku P kazemo da pripadaju istoj strani dvostrane povrsi S ako za
svaku konturu L koja sadrzi i P i X, ali ne seCe granicu od S, nor-
mala 77 posle obilaska te konture zadrzava isti smer kao i u pocetnom
polozaju.

Skup svih tacaka koje pripadaju istoj strani dvostrane povrsi obrazuju
jednu od dve strane te povrsi. Skup preosalih tacaka obrazuju drugu
stranu te povrsi.

Ukoliko je na povrsi S izabrana jedna strana povrsi tada za povrs
kazemo da je ”orijentisana”.

1.3.3 Povrsinski integrali II vrste

Definicija 12. (Definicija povrsinskog integrala 11 vrste po Ozy-ravni)

Neka je povrs S = R3 deo po deo glatka, ograni¢ena, rektificijabilna (tj.
mozemo da odredimo povrsinu povrsi), dvostrana i orijentisana (na S
je izabrana jedna strana povrsi oznacena sa S*).
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Neka je u svakoj taski povrsi S definisana funkcija R(z,y,z) : S — R

koja je ogranicena na S (tj. (3K > 0)(V(x,y,2) € S) |R(x,y,2)| < K).

Neka je P podela povrsi S na orijentisane povrsi S; (1 < ¢ < n), pri

¢emu je svaka podpovrs iste orijentacije kao povrs S.

Projektujmo S; na Oxy ravni i neka su D;(1 < i < n) projekcije povrsi

S;, ¢ije povrsine imaju veli¢inu mes(D;).

Proizvoljno odaberimo tacke M; = M;(x,y,2z) € S; (1 <i < n). Neka

je dijametar X\ podele P, A = uax d(S;), gde su d(S;) dijametri povrsi
<k<n

Si. Darbouxrovu sumu za povrsinski integral funkcije R po projekciji

povrsi S na xOy ravan definiSemo sa:

o= Z R (M;) - mes(D;)
k=1

gde ima D; znak +, ako je odbarana spoljnja strana, a znak — ako je
odabrana unutrasnja strana.

Ako postoji konstanta I € R tako da je /\lir(r)l o = I, odnosno da je
—0+

ispunjen slede¢i Cauchy-ev uslov:
(31 e R) (Ve > 0) (30 > 0) (VP) (VM e Sp) A<d=|o—1I| <¢,

tada za funkciju R kazemo da je integrabilna po projekciji povrsi S*
na Oxy-ravan, u smislu postojanja povrsinskog integrala druge vrste.
Broj I nazivamo povrsinski integral druge vrste po projekciji povrsi S*
na Ozxy-ravan i piSemo

I = Jf R(x,y, z)dxdy.
S

Napomena. Uobicajeno je da se spoljna strana povrsi S oznacava sa
ST, a unutrasnja sa S~.

Definicija 13. (Definicija povrsinskog integrala 11 wvrste) Slicno kao
u prethodnoj definicija definisemo integrale funkcija P = P(z,y,2) i
Q = Q(z,y,z) po projekciji povrsi S* na Oyz i Ozx ravni, redom.
Tada je sa

I= Jf P(z,y,2)dydz + Q(x,y, z)dzdx + R(z,y, z)dxdy
S*



1.3. POVRSINSKI INTEGRALI 19

definisan povrsinski integral druge vrste po povrsi S i to onoj strani
koja je odredena sa .

1.3.4 Veza povrsinskih integrala prve i druge vrste

Neka je 7i(cos a, cos 3, cosy) jedini¢éni vektor normale na datu povrs S
(o, 5, su uglovi koje 7i zaklapa sa z,y, z osama). Izdelimo S na veoma
male povrsi, kojima dodeljujemo po vektor 7. Neka je mes (D;) mera
povrsine projekcije povrsi S; na Oxy. Tada imamo da je

‘ mes(D;)
mes(S;)

= |cos |, (odnosno % = cos7), pa je

mes(D;) = mes(S;)-cos; ( 7; uizabranoj taki). S obzirom na prethodno,
Darbourova suma kojom se definise integral po Oy ravni postaje

n

o= flwi,yi 2) cosyi - mes(S;) = I = #f(x,y,z) cos ydS.
S

i=1
Dakle, vazi:

(IT) ﬁ Pdydz+Qdzdx+Rdxdy = (1) # (Pcosa + Qcosf + Rcosvy)dS.
S S

1.3.5 Izracunavanje povrsSinskog integrala II vrste

Date su tri funkcije: = = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v), koje jed-
nozna¢no preslikavaju (z,y,z) € Slgl (u,v) eac R% Vektor stan-

dardizovane normale na povrs je standardizovan vektor koji se dobija iz
— —

—

i J k
vektorskog proizvoda | g, v, =z, |- Oznacimo koordinate prethodnog
x'U yU Z’U
vektorskog proizvoda sa A = %, B = gm;’ C = ggzz;
Kako je
cosa = ——=A—— cosff = ——B— coSY = ——
VAT BE IO VA ez 08 T Tyam o
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a dS =+ A%+ B? + C?dudv, dobijamo da je:

I=(II) ﬁ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy
S

= (dvojni) =+ Jf (PA + @B + RC) dudv.

zavisi od
strane

povrsi

1.3.6 Stokes-ova formula

Stokes-ova formula predstavlja vezu izmedu povrsinskog integrala II
vrste i krivolinijskog integrala II vrste.

Neka je S = R? prosta (ne sece samu sebe), glatka, dvostrana povrs,
ogranicena deo po deo glatkom konturom L, pri ¢emu na povrsi S bi-
ramo spoljnu stranu, a na L pozitivnu orijentaciju kretanja. Neka je
data funkcija P = P(x,y, z) koja je neprekidna zajedno sa svim svojim
prvim parcijalnim izvodima po svim promenljivim z,y, z i to u oblasti
S U L. Pod svim ovim uslovima vazi:

(A) J Pdx = Z—]:dzdx - aa—]yjdxdy.

L+ S+

\
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Dokaz : Neka se parametarskim funkcijama = = z(u,v),y = y(u,v),
z = z(u,v) povrs S jednoznacno preslikava na A € R, (pri tome se
kontura L preslikava na konturu A koja ogranicava A).

Kako u tom slucaju iz x = z(u,v) = dz = g—zdu + ‘;—idv imamo da je

ox ox
Jde:f( 8u> du + < aU)dv
L+ A

(* oznacava odgovarajucu orjentaciju koja se dobija projektovanjem
krive L*.)

Prema Greenovoj formuli dobijamo da je:

dex - H(ai (PZ—‘;) - 5—‘1 (PZi))dudv

ff —BbB — —C dudv = or —dzdx — a—dedy
0z oy

Pretpostavimo dalje da jos uvek vaze sve pretpostavke koje se odnose
na S u L, ali da su date jos dve funkcije Q) = Q(z,y,2) i R = R(z,vy, 2)
koje zadovoljavaju analogne pretpostavke, tada vaze i sledece dve for-
mule:

(B) J Qdy ﬁ @dxd - %—Qdydz i

(C) f Rdz = dydz - Z—Rdzdx

Iz formula (A), (B) (C) sledi da vazi sledeca jednakost, koja se naziva
Stokes-ova formula, i koja glasi:

cos « cos ﬁ cos 7y

jgpdx+Qdy+Rd2— ﬁﬁ £ 1ds

A § R

2# a—R—@ dydz + 8_P_8_R dzdzr + (9@ or dxdy
oy 0z 0z  Ox ox (7y

S+
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gde je 11 = 1i(cos a, cos (3, cosy) jedini¢éni vektor normale postavljen na
povrsi S u tacki (x,y,2) € S.

1.3.7 Teorema Gauss — Ostrogradski

Teorema Gauss-Ostrogradski daje vezu izmedu povrsinkog integrala 11
vrste i trojnog integrala.

Teorema Gauss-Ostrogradski. Neka je V kompaktan (zatvoren i ogra-
nic¢en), povezan skup u R?, ¢iji je rub deo po deo glatka povrs S. Neka
su P,Q,R : V — R3 neprekidno diferencijabilne funkcije (Dovoljno
je da budu neprekidni oni parcijalni izvodi koji u¢estvuju u formuli.)

Tada vazi formula Gauss-Ostrogradskog:

P ja)
f f f (g_x n % + %)d:pdydz _ #dedz + Qdzdx + Rdxdy.
1%

S+

Dokaz. Dokaz ¢emo izvrsiti za telo koje je dato na slici.

A

z S,
z=2(x.y)
I
VD
Ly
z=127,(x.y)
N a—
-
Y
X
S -

U skladu sa oznakama na crtezu pretpostavimo da su date dve funkcije
Sz = z(x,y), Se: 2z = Z(x,y), gde je (x,y) € D i gde je ispunjen
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slededi uslov zo(z,y) < Z(z,y) za svako (z,y) € D. Povrs S; je ortog-
onalna na xQy ravan. Povrsi Sy, S5 ¢ S5 su deo po deo glatke povrsi.
Neka je takode sa ST oznacena spoljna strana povrsi S = S; U Sy U Ss.
Neka je oblast D ogranicena konturom K koja je deo po deo glatka.

(z,y)
Jf —d:vdydz = Jf dxdyf a—Rdz =
(z,y) (32

= Jf R(z,y, Z(x,y))dzdy — J R(z,y, zo(x, y))dedy =

Imamo da je

Sy Sy

= #R(m,y, z)dxdy—k# R(x,y, z)dxdy+ | + Jf R(z,y, z)dzdy =0

+ + +
Sy Sy S3 promena dxdy je 0 na Sy

= # R(z,y, z)dzdy.
OR

Dakle, dobili smo da vazi ( Jff —dxdydz = #R(x, y, z)dzdy.
S

Analogno se dokazuju sledece dve veze:

(II) fj —dxdydz = #P(m y, 2)dydz
(I11) J]J 2 —dxdydz = #Q x,y, z)dzdx

Sablranjem (D), (I) 1 (IH) dobijamo formulu Gauss-Ostrogradskog.
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1.4 Elementi teorije polja

Definicija 14. (Definicija skalarnog polja) Neka je data bilo koja
funkcija: u = u () : R* — R. Tada kazemo da je dato skalarno polje.
(R? razmatramo kao skup vektora.)

Definicija 15. (Definicija gradijenta) Ako je u = u(z,y,z) : R* - R

skalarno polje i ako postoje parcijalni izvodi uj,, uy, u’, tada vektor

ou- Ou- Oux
—oradu = —i 4+ —] 4+ —Fk
Vu = gradu axz—k &yj-i- 2>

nazivamo gradijent skalarnog polja w.

Definicija 16. (Definicija vektorskog polja) Ako su data tri skalarna
polja: P,Q, R : R* — R, tada ona definisu vektorsko polje A : R? — R3
opisano jednakoscu

el

AP =P(@-i+Q (- -j+R(-

Nadalje ¢emo smatrati da je vektorsko polje A zadato skalarnim poljima
P, Qi R, osim ukoliko nije drugacije precizirano.

Definicija 17. (Definicija fluksa) Neka je dato vektorsko polje A. Za
broj ® definisan slede¢im povrinskim integralom

o = fJ(Pcosa + Qcos f + Rcosy)dS
S

kazemo da je fluks vektorskog polja A kroz povrs S.
Definicija 18. (Definicija divergencije) Ako je A vektorsko polje,
tada se skalarno polje:

0P  0Q OR

leAZ%—‘r ay—i—g

naziva divergencija vektorskog polja A.

Napomena:

- > 0 0 0
Vazi da je divA = V - A, gde je operator V = —i + —j + —k.
ox oy 0z
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Definicija 19. (Cirkulacija vektorskog polja) Ako je A vektorsko polje,
tada se izraz:

JPdw + Qdy + Rdz
c
naziva cirkulacija vektorskog polja A duz krive C.

Definicija 20. (Definicija rotora) Ako je A vektorsko polje, tada se
vektorsko polje:

T ]k
rot A = % % a_az
P Q@ R
naziva rotor vektorskog polja A.
Napomena:
.. . e > . o. o0 . 0
Vazi da je rot A =V x A, gde je operator V = —i + —j + —k.
ox oy 0z

1.4.1 Vrste specijalnih polja

Definicija 21. (Definicija potencijalnog vektorskog polja) Ako za vek-
torsko polje A postoji skalarno polje u takvo da vazi A = grad u, tada
se vektorsko polje A naziva potencijalno vektorsko polje.

Dakle, za potencijalno vektorsko polje A (7) = P (7)-i+Q (7)-j+ R (7)-k

mora vaziti 5 5 5
U U U
—_— = P —_— = _— =
ox T Oy @ 0z h

, pa ¢e postajati takvo skalarno polje u ako i samo ako je

0P 0Q 0Q OR OR 0P

oy oz’ 0z oy or 0z

odnosno ako i samo ako je rotA = 0.

Definicija 22. (Definicija solenoidnog vektorskog polja) Ako za vek-
torsko polje A postoji vektorsko polje B takvo da vazi A = rot B, tada
se vektorsko polje A naziva solenoidno vektorsko polje.

Vektorsko polje A je solenoidno ako i samo ako je div A=0.

Klasifikacija vektorskog polja A
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(i) Potencijalno (bezvrtlozno) polje: rot A = 0 i div A # 0.

)
(i) Solenoidno (vrtlozno) polje: rot A # 01 div A = 0.
(iii) Laplace-ovo polje rot A = 0 i div A = 0.

)

(iv) Slozeno polje: rot A # 0 i div A # 0.



